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Rakna med vad du tror

Bayes — inte P-vardet — mater tilltron

[[Det ar tyvarr alldeles for vanligt att medicinska forskare
inte 4r medvetna om att varje statistisk analys grundas pa en
teoretisk modell, och att de slutsatser som kan dras fran en sta-
tistisk analys av data géller under just denna modell. Valet av
analysmodell styr darfor alltid resultatet — anpassar man t ex
en rét linje till tvddimensionella data blir resultatet just en rit
linje och inget annat, oavsett om detta dr en realistisk beskriv-
ning eller ej. Nar det giller situationer dér signifikansanalys
och konfidensintervall brukar anvéndas kan valet av en
bayesiansk modell ibland leda till fundamentalt annorlunda
tolkningar &n den traditionella s k frekventistiska analys som
for nirvarande helt dominerar den medicinska litteraturen.

Vid en skattning av t ex risken for ventrombos hos kvinnor
som anviander p-piller forutsitter den traditionella, frekven-
tistiska modellen att en »sann« risk (med ett exakt numeriskt
varde, traditionellt betecknat med en grekisk bokstav) existe-
rar och att de data man insamlar i en viss undersokning ger ett
estimat av denna bakomliggande fixa okdnda parameter. Den
frekventistiska ansatsen, som forklaras i féljande stycke, har
under decennier vélsignat medicinska artiklar med ett ymnigt
regn av signifikansstjarnor och P-virden som inte séllan fel-
tolkats och ibland till och med saknat relevans [1].

Tolkningen av ett konfidensintervall

Anta t ex att man berdknat ett 9§ procents konfidensintervall
for patienternas genomsnittliga blodtryckssidnkning vid en
klinisk prévning av ett nytt blodtryckssédnkande ldkemedel,
och att detta intervall blev 6,2 + 4,7 mm Hg. Den korrekta, tra-
ditionella tolkningen &r da: »detta intervall hade (mérk imper-
fektum) sannolikheten 95 procent att falla sé att det tickte det
sanna (men okdnda) vérdet for blodtryckssidnkningen«. Den
modell som hela kalkylen baseras pa forutsitter alltsa att det
existerar ett enda sant, fixt virde som man soker estimera sa
bra som mgjligt. Resonemanget utgar fran vad som kan for-
véntas i det langa loppet: om man skulle upprepa undersok-
ningen manga ganger och varje gng berékna ett 95 procents
konfidensintervall frdn de erhéllna data skulle i genomsnitt 19
av 20 sadana intervall falla sé att de innefattar »det sanna vér-
det« (ddrav termen »frekventistisk«). Man har dirmed 95 pro-
cents konfidens (fortroende) for detta intervall.

Inte séllan forekommer i medicinska sammanhang en an-
nan, felaktig formulering som i det hér fallet skulle lyda:
»med 95 procents sikerhet dr det sant att den verkliga genom-
snittliga blodtryckssédnkningen ligger i intervallet 6,2 + 4,7«.
Eftersom det aktuella intervallet begransas av fixa numeriska
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SAMMANFATTAT

Bayesiansk analys av medicinska data beskrivs och ex-
emplifieras i denna artikel, som ar den andra av tva.

Grundtanken i traditionell (frekventistisk) statistisk
analys forklaras med utgangspunkt i begreppet konfi-
densintervall.

Bayesiansk analys i diagnostik exemplifieras: i valet
mellan olika diagnoser sammanvags tillstandens rela-
tiva forekomst i patientpopulationen med sensitivite-
terna for ett diagnostiskt test.

Skillnaderna mellan traditionell och bayesiansk analys
av resultaten av en klinisk prévning beskrivs, och for-
delarna hos den senare forklaras.

En kort litteratursammanfattning visar den utbredda
tillampbarheten av bayesiansk analys inom medicinsk
statistik.

Evidensbaserad medicin

En tidigare artikel om Bayes-analys har publicerats i
Lakartidningen 24/2001.

Thomas Bayes (1702-1761).

virden forutsitter denna formulering att det sanna vérdet pa
nagot sétt skulle vara variabelt. Detta leder emellertid till en
helt annan teoretisk modell och avspeglar vél ndrmast hur
méngen medicinare skulle 6nska att ett dylikt intervall kunde
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Tabell I. Bayesiansk kalkyl vid diagnostik med hjélp av cancermarkdren CA 125.

1 Sjukdomskategori 2 Andel bland ifrdgavarande

patienter (fore-sannolikhet)

3 Sensitivitet hos CA 125-analys
(likelihood)

4 Produktenav2och3 5 Efter-sannolikhet

Ovarialcancer 0,40 0,85
Annan cancer 0,10 0,50
Benign tumdr 0,50 0,15

0,34 0,73
0,05 0,11
0,075 0,16

Summa 1,00

0,465 1,00

tolkas. Denna tolkning stimmer, som skall beroras ytterliga-
re, snarare Overens med den bayesianska modellen d4n med
den frekventistiska.

Sammanvigning av tillgdnglig information

Var foregéende artikel [2] presenterade Bayes’ sats i en situa-
tion med dikotomier — »sjuk/ej sjuk« och »positivt/negativt
testutfall«. Har skall strukturen belysas med ett fiktivt exem-
pel dar flera sjukdomar &r aktuella. Vi utgar fran kvinnor som
vid gynekologisk undersokning befunnits ha en tumdrmiss-
tankt forandring intill uterus. Undersdkningen kompletteras
med analys av tumdrantigenet CA 125 i serum. Forhojd niva
av denna indikator antas ha foljande sensitivitetsvirden: vid
ovarialcancer omkring 85 procent och vid andra tdnkbara
cancerformer ca 50 procent. Vidare antas 15 procent av pati-
enter med benign tumoér ha forhdjd CA 125-niva. Anta vida-
re att man vid kliniken har erfarenheten att bland patienter
med palpationsfyndet ifraga 40 procent har ovarialcancer, 10
procent annan cancer och 50 procent benign tumoér. Detta in-
nebdr bl a att man i avsaknad av ytterligare diagnostisk infor-
mation anser sannolikheten vara 40 procent for att en patient
med detta palpationsfynd har ovarialcancer.

Bland dessa patienter blir andelen kvinnor med forhdjt
CA 125-virde sammanlagt 0,85 % 0,4 +0,5%0,1 +0,15 X 0,5
= 0,465 och andelen som har ovarialcancer samt forhojt
CA 125-vidrde 0,85 X 0,4 = 0,34, se Tabell 1. Sannolikheten
for att en viss kvinna med forhojt CA 125 har ovarialcancer
blir givetvis andelen ovarialcancerfall bland alla dem som har
forhojt CA 125, dvs 0,34/0,465 = 0,73.

Utan att beakta annan diagnostisk information skulle man
alltsa pa grundval av palpationsfynd och forhéjt CA 125 kun-
na hdvda att sannolikheten dr 73 procent att denna kvinna har
ovarialcancer. Denna kalkyl grundas pa uppfattningen om
proportionerna (0,4 respektive 0,1 och 0,5) mellan de tre dia-
gnoskategorierna. Dessa proportioner har vigts samman med
respektive sensitiviteter. Varje sensitivitetstal anger trolighe-
ten (likelihood) att en person inom respektive sjukdomskate-
gori skall komma med bland dem som har ett positivt
CA 125-virde.

I detta exempel dndrades alltsé fore-sannolikheten (prior
probability) 40 procent genom det forhdjda CA 125-vérdet
till efter-sannolikheten (posterior probability) 73 procent. Det
dr uppenbart att denna kalkyl ar starkt beroende av de ndmn-
da erfarenhetsméssiga proportionerna mellan olika patient-
kategorier; skulle man dndra dessa fore-sannolikheter skulle
slutresultatet bli ett annat. Det kan ocksé vara fallet att sdda-
na vérden inte alls 4r kdnda och att berérda ldkare endast har
pa kédnn ungefar hur stora de kan vara. Men dven detta ar kun-
skap.

Traditionell »frekventistisk« analys

Anta att man vill jimf6ra tvd migrdnpreparat genom en over-
korsningsstudie dér 20 migranpatienter far ange vilket prepa-
rat de foredrar utifran bésta symtomlindrande effekt. Av de
bada medlen A och B innehaller B ett standardpreparat, me-
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Figur 1a. A priori-férdelning av sannolikheterna for att olika an-
delar av patienterna féredrar ldékemedel A i en prévning av A
mot B.
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Figur 1b. A posteriori-férdelning av sannolikheterna for att olika
andelar av patienterna féredrar lékemedel A. Dessa efter-sanno-
likheter dr berdknade med ledning av prévningsresultatet, dar
15 av 20 patienter foredrog A. Se Tabell Il.

dan A innehéller samma preparat plus en tillsats i form av en
ny substans. Den senares eventuella formaga att forstirka ef-
fekten skall studeras. Det anses finnas goda skl att anta att
tillsatsen inte orsakar forsamrad effekt, men det dr ovisst om
den har ndgon positiv verkan. Nollhypotesen enligt géngse
analysmodell ar att medlen &r lika effektiva, vilket innebér att
det kan forvintas att antalet patienter som foredrar A ar det-
samma som antalet som foredrar B. Detta innebér att sanno-
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Tabell Il. Bayesiansk resultatkalkyl vid 6verkorsningsprovning av lakemedlen A och B, varvid 15 av 20 patienter foredrog A.

1 Hypotes (andel av patienter 2 Fore-sannolikhet

3 Likelihood (x 100 000)

4 Produktenav2och3 5 Efter-sannolikhet

som foredrar A) (x 100 000)

05 0,500 0,0954 0,0477 0,114
0,6 0,125 0,4815 0,0602 0,144
0,7 0,125 1,1537 0,1442 0,345
0,8 0,125 1,1258 0,1407 0,336
09 0,125 0,2059 0,0257 0,061
Summa 1,000 0,4185 1,000

likheten for att foredra A dr P(A) = 0,5. Om A har storre ef-
fekt &n B skall man forvénta sig att P(A) > 0,5. Man beslutar
att resultatet skall signifikansprovas pa 5-procentsnivan med
enkelsidigt test.

Resultatet blev att 14 patienter foredrog A och fem fore-
drog B. Detta ger ett s k P-virde som &r 0,02 (enligt exakt bi-
nomialfordelning med n=20 och 1=0,5). Det man nu vet &r
alltsa: »sannolikheten for att fa det resultat som verkligen er-
holls (eller ndgot dnnu extremare) var sé liten som 0,02 —om
nollhypotesen verkligen varit sann«. Observera att detta inte
innebdr att sannolikheten for att nollhypotesen ar sann ar 0,02.

Konfidensintervallet (95 procent) for proportionen patien-
ter som foredrar A blir 0,51 till 0,91. Ett 95 procents konfi-
densintervall, som ju innehaller alla tinkbara hypotetiska var-
den pa P(A) som inte kan forkastas pa grundval av aktuella
data, ticker alltsa hér néstan hela skalan av virden storre dn
0,5. Detta innebdr att man har 95 procents konfidens for det
aktuella intervallet men ingen bestdmd sannolikhet for att en-
skilda védrden dr sannna, 4ven om den funna proportionen
15/20 = 0,75 dr en mycket rimlig gissning som den mest tro-
liga (maximum likelihood-estimat).

Analys enligt Bayes

Vi utgar fran samma provning som i foregaende avsnitt. Anta
att provarna forst tillfragade en rad kolleger om vad de trod-
de om mdjligheten att den nya tillsatsen skulle ha en effekt-
forbattrande verkan. Kollegerna fick helt enkelt, pa grundval
av sin kunskap, erfarenhet och intuition, féresla (gissa) ett nu-
meriskt virde pa P(A), for enkelhets skull angivet endast som
hela tiondelar, dvs 0,1, 0,2 etc. Det visade sig att ungefar
hélften inte trodde att den nya tillsatssubstansen skulle ha na-
gon mérkbar effekt, dvs de angav som troligt virde P(A) = 0,5
(nollhypotesen). De som inte trodde pa nollhypotesen var alla
inne pa att tillsatsen kunde forvantas ha en positiv effekt, dvs
att virdet pa P(A) borde vara >0,5. Vidare precisering hade
man svart att enas om, men ingen trodde att tillsatsen skulle
vara sa effektiv att alla patienter skulle foredra medlet A. Man
enades om att som alternativ till P(A) = 0,5 studera viardena
0,6, 0,7, 0,8 och 0,9 vilka av de berérda anségs vara ungefar
lika troliga. Den tilltro som en samlad expertis alltsa tillmat-
te de olika alternativa viardena pa P(A) kunde ddrmed sam-
manfattas i den »a priori-fordelning« som illustrerats i Figur
1a.

Hur foréndras nu tilltron till tillsatssubstansens effekt ge-
nom resultatet fran provningen? Betrakta t ex alternativet
P(A) = 0,6. Da ér likelihood-virdet for att man skall fa just
den kombination av resultat som provningen gav

(0,6)'5 % (0,4)° = 0,4815 % 107
Likelihood-virdet anger alltsé sannolikheten for att fa det re-

sultat som faktiskt erhéllits, om just denna hypotes vore rik-
tig (jfr sensitivitetens roll i exemplet ovan med diagnostisk
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anvindning av CA 125!). For varje virde pa P(A) i a priori-
fordelningen beréknas pé detta sétt en likelihood, se Tabell II.
Sedan sammanvégs de olika a priori-sannolikheterna med re-
spektive likelihood. Efter justering sa att totalsumman blir 1
erhélles den a posteriori-fordelning som anges i sista kolum-
nen i Tabell II och som illustreras i Figur 1b. Denna fordel-
ning skildrar alltsa efter-sannolikheterna, dvs den tilltro till
var och en av de uppstillda hypoteserna som man fér fram ge-
nom en kombination av vad man trodde fore prévningen
(fore-sannolikheterna) och det man fick fram vid sjélva prov-
ningen.

A posteriori-fordelningen visar dels att det blir storst till-
tro till vardena P(A) = 0,7 och P(A) = 0,8 med &ver 30 pro-
cent for vardera, dels att tilltron till nollhypotesen har ett vir-
de pa ungefir 11 procent. Detta skiljer sig patagligt fran det
P-vidrde som erhoélls vid den traditionella frekventistiska ana-
lysen och som maétte nagot annat, ndmligen risken att felak-
tigt forkasta nollhypotesen. Skillnaden beror givetvis pa att
man i den bayesianska analysen har vigt in det faktum att
hilften av experterna frén bdrjan inte trodde att tillsatssub-
stansen skulle ha ndgon mirkbar effekt.

Bayes-analys i litteraturen
Har f6ljer nagra korta referat av publikationer om anvéndning
av bayesiansk analys inom medicinen.

Analys av resultat fran kliniska prévningar. Ett exempel pa
bayesiansk virdering av provningsdata dr en ofta citerad arti-
kel av Brophy och Joseph [3]. Den granskade rapporten fran
GUSTO-studien som jamforde alteplas (t-PA) med streptoki-
nas vid hjartinfarkt. Rapporten hade konkluderat att alteplas
var dverldgset och att nollhypotesen (ingen skillnad) kunde
forkastas med P=0,006. Brophy och Joseph visar i siffror och
grafik de efter-férdelningar som blev resultatet dd GUSTO-
data analyserades med anvindning av resultaten av tva tidi-
gare jimforande provningar som fore-fordelningar, vilka
gavs tilltro med o, 10, 50 eller 100 procent. De fann att det
radde betydande osékerhet om existensen av en kliniskt rele-
vant effektskillnad mellan preparaten.

Planering av kliniska provningar. Vid planering av behand-
lingsprovningar i fas I-11 dr en bayesiansk ansats av vérde.
Man kan integrera den mycket preliminira kunskapen om ett
nytt medels effekter med olika antaganden om storleken av
onskvirda effekter och biverkningar, och dérigenom fa hall-
punkter for sannolikt bista utformning av studien, regler for
monitorering och hur manga personer som behover studeras

[4].

Epidemiologiska data. En artikel av Lilford och Braunholtz [5]
tar sin utgangspunkt i den omdiskuterade eventuella skillna-
den i risk for trombos mellan andra och tredje »generationen«
av p-piller. Forfattarna beskriver hur Bayes-analys ger en
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bittre grund dn konventionell statistisk analys nar man, med
data fran epidemiologiska undersokningar, skall bedoma san-
nolikheten for att en visentlig riskdifferens finns. Artikeln ger
ocksa en introduktion till bayesianska grundbegrepp. Forfat-
tarna betecknar en 6kad anvindning av bayesianska metoder
som en nddvindighet for vilgrundade beslut inom »public
policy«.

Medicinsk teknologivardering. En monografi fran en brittisk
utvirderingsmyndighet [6] ger en grundlig beskrivning och
exemplifiering av bayesiansk analys, i jimforelse med klas-
sisk statistisk analys, inom detta omrade. Publikationen inne-
haller en beskrivande forteckning dver analysprogram som
kan hdamtas fran Internet.

Litteratur med metodologiska kommentarer. Bayes-analys be-
rors kort i flera bocker om medicinsk statistik, t ex det valkan-
da verket av Armitage och Berry [7], som ocksa hinvisar till
litteratur som &r helt inriktad pa Bayes-metodik.

En redaktionell artikel [8] berdr skillnaden mellan klas-
sisk (frekventistisk) och bayesiansk analys, och framfor skél
for 6kad anviandning av Bayes-metodik vid beddmning av re-
sultaten av kliniska prévningar.

Ett antal skribenter kombinerar en beskrivning av Bayes-
analysens fordelar med en redogorelse for nackdelarna med
fixering vid P-vérden och atféljande rigida uppdelning av
forskningsresultat i »signifikanta« och »icke-signifikanta«.
Det framhalls att detta binéra tinkande bor ersdttas av att alla
data sa langt mojligt tolkas inom ramen for ovrigt tillgdngligt
vetande. Sterne och Davey Smith [9] har nyligen publicerat
en artikel dir schablonmaéssig signifikanstestning kontraste-
ras mot bayesiansk beddmning.

En mycket grundlig och intressant genomgéng av tanke-
gangarna bakom signifikanstestning, hypotesprovning och
bayesiansk analys har gjorts av Goodman [10, 11]. Han ger
argument for en markant kritisk instéllning till icke-bayesi-
ansk analys. Han konstaterar bland annat att ordindra meta-
analyser visar tendens till bayesiansk anda genom att géra en
integrerad bedomning av alla tillgéngliga data, men forklarar
varfor de inte kan anses ge en tillrackligt djupgdende analys.
Goodmans artiklar ssmmanfattades och kommenterades po-
sitivt av redaktoren for Annals of Internal Medicine [12].

Argument kring Bayes-analys
Bayesiansk analys ifragasitts ibland pa den grunden att det ar
diskutabelt att nya data modifieras av a priori-kunskaper, ef-
tersom de senare kan vara mycket osékra eller begrinsade.
Motargumentet dr att det &r irrationellt att bortse fran befint-
lig kunskap eller uppfattning nir man virderar nya resultat.
Graden av osdkerhet hos a priori-kunskaperna kan man ta
hénsyn till i den bayesianska kalkylen. Integrationen av nya
data med fore-sannolikheter kan utforas ett antal gdnger med
varierade forutsittningar. Man kan infora korrektionsfaktorer
for pavisad eller formodad bias i de tidigare eller de nya data,
och man kan studera den effekt som uppkommer om vissa
data modifieras (kdnslighetsanalys). Vidare ger Bayes-analys
den virdefulla méjligheten att berdkna sannolikheten for att
skillnaden mellan tva behandlingsmetoders effekter dversti-
ger ett visst viarde. Man kan ocksa berékna s k prediktionsin-
tervall (pa engelska dven kallade credible intervals). Dessa dr
beslidktade med konfidensintervallen i klassisk analys. Ett
prediktionsintervall har emellertid foérdelen att ha den nagot
annorlunda och mer littfattliga inneborden att det sanna po-
pulationsvirdet med den berdknade sannolikheten befinner
sig inom intervallet.

Kalkylarbetet kan vara modosamt. De exempel vi anvént
dr enkla: det ror sig om ett begrinsat antal observationer och
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diskreta utfallsméjligheter (modeller). Utrdkningen av tillho-
rande likelihoodvérden &r darfor enkel. Bland annat nér det
giller kontinuerliga variabler i stillet for diskreta kan utrak-
ningsarbetet bli mycket omfattande. Detta dr en av orsakerna
till att anvéindningen av Bayes-analys hittills varit begransad.
De vanliga kommersiellt tillgdngliga mjukvarorna for statis-
tiska kalkyler inkluderar for ndrvarande inte bayesianska ut-
rakningar, men detta kommer sannolikt att férdndras inom
kort. Vidare finns bayesianska kalkylprogram tillgdngliga pa
Internet, se ovan. Ett annan hindrande faktor har utgjorts av
att utrdkningarna kan kriva stor datorkraft, men dagens dato-
rer har i regel tillrackliga prestanda.
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SUMMARY

Count on your beliefs
Bayes —notthe p value —measures credence

Adam Taube, Jorgen Malmquist
Lékartidningen 2001, 98: 3208-11

This article (the second of two) describes traditio-
nal (frequentist) statistical analysis in the context of
the confidence interval.

Bayesian analysis is described in two settings. In
the choice between diagnostic alternatives, the
bayesian approach offers useful integration of new
information with previous knowledge.

With regard to the evaluation of clinical trial data,
this article exemplifies bayesian analysis as con-
trasted with traditional analysis, and advantages of
the former are cited.

A brief literature review exposes the wide applica-
bility of bayesian analysis in medical statistics.
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